Nombre dérivé

Introduction graphique : limite de la sécante et L'approche géométrique est fondamentale,
tangente avant de donner une définition précise

Soit f une fonction définie sur un intervalle I,
et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.

Fla+nl B

Notons A le point de C de coordonnées (a ; f(a) )

Notons B le point de C de coordonnées

(a+th;flath)) A

Fla)
Alors le coefficient directeur de la sécante (AB)
Jlat+ k- fla) _ flathi-fla) / a a+h

est : at+h—a A

Supposons que le point B se rapproche de A, c'est AU fur et a mesure que le point B se
a dire que 4 tend vers 0. Alors la droite (AB) tend rapproche de A (on dit que B tend vers A),
vers la tangente a la courbe C au point A. Cette 12 droite AB pivote.

tangente aura donc pour coefficient directeur le ) )
i {a+4) - fla) Lorsque B arrive en A, le droite AB est

& . devenue la tangente en A

nombre égal a #="

Ce nombre, s'il existe, est appelé nombre dérivé de fau pointa, et se note f '(a) (lire
"fprime de a")

Géométriquement, la tangente a C au point A se congoit comme la droite
"position limite" des sécantes (AB) lorsque B tend vers A en restant sur la courbe
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Définitions Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant un pointa et tel
que a ne soit pas une borne de I.

On dit que fest dérivable en a si le taux d'accroissement de la fonction f en a admet
iy S h@ A~ fla)

une limite finie quand 4#->0 c'est a dire si #=° h est un nombre réel fini.

Ce nombre est appelé nombre dérivé de f au point a et est noté /' (a)

firn Jla+k) - flal
Définition : L’ensemble des réels pour lesquels #-t h existe est
appelé ensemble de dérivabilité.

Exemples : Etudions la dérivabilité de la fonction définie par f{x)=x* en 5.

S+ -7 _ (54 k) - 5° _ 10k +5*

=10+ 4
Pour tout =0 ,0ona: k k
AL It 4 C)
On a donc &0 h . Donc f'est dérivable en x=5 et le nombre dérivé
vaut 10

Si on répéte le calcul pour x=6 , x=7, etc...on trouve f ' (6)=12 , ' (7)=14 et on
conjecture que /' (a)=2a pour tout réel a.

EXERCICES

Exercice n°l.

Soit f la fonction définie sur B par f{x)=3x*+4x-5. Démontrer que f est dérivable en 3 et
calculer f(3)

Exercice n°2.

Ftudier la dérivabilité en 0 de x->x “"G
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Exercice n°1

Pour tout 2# 0, on calcule :

F(3+ k)= F(3) 303+ h) +4(3+k)-5-(3xF +4x3-5)
h - h

39+ 6+ R ) +1244h-5-3 27, 18k 430 412+ 4h-5- 3
i e

1
_ 3k ;22’:23;”22

T ot (O IR
Puisque *7* 7 A , on en conclut que f'est dérivable en 3 et /' (3) =
22

Exercice n°2

Pour tout 2# 0, on calcule :

Flo+k)-F10) flR)-710) RS-0 BJR N
k k h P

Tl UL il C) ST S

Puisque *7* k hrl , on en conclut que fest dérivable en 0 et /' (0) =0




Fonctions dérivées

Définition : On dit qu’une fonction f'est dérivable sur un intervalle I lorsqu’elle est
dérivable en tout réel de cet intervalle.

La fonction définie sur 7, 4 valeurs dans I qui a tout réel a de I associe le nombre dérivé de f
en a, f '(a) , est appelée fonction dérivée de f, et est notée 1’ (lire "f prime")

Exemple :
Considérons la fonction définie sur B par f{x)=x"
On conjecture que pour tout réel a , f'est dérivable et /' (a)=2a

On dira que la fonction définie sur I par f{x)=2x est la fonction dérivée de la fonction
définie sur B par f{x)=x’



Dérivée de quelques fonctions usuelles

Fonction constante

Soit f'la fonction définie par f{x)=k pour tout x réel, k£ étant un réel fixé.

flath)—fla) _k-k_, . Slath)-fla)

Alors pour tout a réel # k donc #=10 k =0.

Ainsi la fonction constante est dérivable sur I et pour tout a réel, f'(a)=0

Fonction identité

Soit fla fonction définie par f{x)=x pour tout x réel.

f{cx+k}—f{a}_a+ﬁz—cx_1 ]jmf(cz+ﬂzjl—f{cz}
Alors pour tout a réel k k donc #=0 k =1.

Ainsi la fonction identité est dérivable sur B et pour tout a réel, /'(a)=1

Fonction carré

Soit fla fonction définie par f{x)=x> pour tout x réel.

fla+h)=fla) _la+h]' —a® _2ab+h® _

=2a+k
Alors pour tout a réel & k k donc
i Jla+hk) - fla)
b= 'j,'g :261 .

Ainsi la fonction carré est dérivable sur I et pour tout a réel, f'(a)=2a .

Fonction cube

Soit f1a fonction définie par f{x)=x pour tout x réel. Alors pour tout a réel :

_ 33 2 2 3
Fla+i f(cz}z[a:+k;l @ _athA3al 4B Lo o 0
1 2 donc

P
i ) = fla) i
= P =34

Ainsi la fonction cube est dérivable sur B et pour tout a réel, f'(a)=3d>

Fonction inverse

1
Soit fla fonction définie sur R o9, 0[]0 4o par fix)=% . Alors pour tout a € R
_ o0, 0[]0, o0 et tout 4 tel que a+h= 0 :



1 1 h

fla+h)-f@) _ath a_ aa+th 1  fla+h) - f(a)
k ki k ala +%4) donc &0 i =
1
=

]—DD', EII[ L ]Cl; +oo

Ainsi la fonction inverse est dérivable sur [ et pour tout a =

1

S @

J-eo, 0[]0, 4o0]

o Fonction racine

Soit f1a fonction définie par f(x)zﬂ"{; pour tout x € ]D;+o::[ . Alors pour tout a € ]D;+o::[ :
f{a+ﬁz}—f{a}_ﬂfa+k—£_m—qfc;xqm+£_ h

& *‘3 z otk o b(la+ k-2 done
g J@ B = fla) 1
| ] Y 2'\5

. 1
od S @=7

Ainsi la fonction racine est dérivable sur J0:+eo] et pour tout a € Io.

Fonction Fonction

dérivée

y=k constante y’'=0

y=x y’=1

Y=ax Y’=a

y=x" y'=2x

y=% y'=3%°

Y=x" Y =nx™"

yv=1/x y'=-1/x?

- x Y°=1/2Vx

y=sin x y’'=cos x

y=COS X y’=-sin x



FONCTIONS DERIVEES

x->u(x)+v(x) x->u'(x) +v'(x)
x->ku(x) ; x->ku'(x)
x->u(x) *v(x)  x->u'(x) * vx)tu(x) * v'(x)
vix)
X —= o X o
R I I CS e B s

wx) v (1)



Exercices : Calculer les dérivées

1) Ax)=x"-3x*+2x-5

Flx)= 2= 3x+1
4) 5
Fay=—
7)  —8x+5
3x-=1
10) f(x)_4x+2

13) fix)=(-5x+2)’

X

16) f(sz yEx+1

Flx) = sinx
19) cosx

Fix) =lJ':"'+J':3 +Ex
2) 2 3

X

F(x)=(4x" —?)(23]
5)

7
S)f(?f:'—m

P _Tx+10
Fon=2"2T"
n ST g R

14) Fix=3x-1

17) fix) = xcosx-2sinx

20) f(x) = cos3x-sin2x

Fay=242
3) x

6) fixye i

f(X)=is
9) x

12) Ax)y=(3x+2)*

15) Fixy=83-x

finx

Jix)=
18) x



CORRECTION DES EXERCICES

1) fAx)=x>-3x*+2x-5

fest définie et dérivable sur £ en tant que fonction polyndme

t _ -1 _ . a1
PourtouthR,f'(x:'—sz Ix2x+2x] Dc’estédiref{x:'_gx x4+ 2
1l 4, 2.9
X)=—x" 4+ +-x
Fix) 5 ;

fest définie et dérivable sur £ en tant que fonction polyndme

f'(x):lx4x3 43704 2 x1 f'(x)=2x3+3xg+i
Pour tout x€ | 2 c’est a dire 3
F=242
3) x
1
fest définie et dérivable sur o2, 0[]0, oo car la fonction x-> * est définie et dérivable sur
J-eo, 0] L]0, 4o0]
1
Jreo; 0] W |0, o] f’{x}:[j+3><[__2] f’(x}=—%
Pour toutx€ ! - ’ , &7 cest a dire x
2
x—ix+1
fix)=——7
4) 5

f est définie et dérivable sur I en tant que fonction polyndme, et puisque pour tout x= E |

f(x)=%(x2—3x+l) f’(x)=%[2x—3)

, on a alors

X

Fix) = [4;{3 —?)(23]
5)

1
f , —00; ; . . f ,
fest définie et dérivable sur [0, 0[]0, +00] car la fonction x-> * est définie et dérivable sur

J-oo, 0] w0, 4eo]
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'|2|:;':j|—2+E Vi =—-—
Ax) est de la forme u(x)xv(x) avec u(x)=4x>-7 donc u'(x)=8x et % donc X

Ainsi, pour tout x € o0 0[]0 4oo] , [ (x) = u'(x)xv(x)+tu(x)xv'(x) donc pour tout x €
]—m;ﬂ[u]ﬂ;m[

5 5 35 35
Fix= Sxx(z +;]+(4xg —?)x[—?]: 16x+40- 20+ 5 =16x+20+ 7

X X

Flxy={4x"- )[2+§]

& On aurait pu commencer par développer 1’expression

puis
dériver cette expression comme une fonction polynéme
1 35
Fixi=16x+20-0-35x [——2] =16x+20+—
X X

. On retrouve bien le méme résultat !
6) flx)=x "'G

s 0; +oo
fest définie sur [0:eof
Pour la dérivabilité et le calcul de la fonction dérivée, il faut distinguer deux cas :

]D;+m[ , fix)est de la forme u(x)xv(x)ou u et v sont dérivables sur ]D;+o::[ avec

a1
v(x}_E\.E_

Sur

u(x)=x donc u'(x)=1 et v(x)= Az donc

J0; oo

Ainsi, pour tout x € 7 = u(o)xv(x)tu(x)xv'(x) donc

Fix = 1xfx +xx J_—-\.'{_+ \.'"__.J_ "'I{___J_

En 0, puisque u est dérivable mais pas v, il faut revenir a la définition :

Aok -F(0) FR)-FI0) AJE-0 RJR N

Pour tout Ah>0, on calcule : k h h h
limf[n-i-;zj 10 )—11111\."'}_3 I
Puisque **' % hrl , on en conclut que f'est dérivable en 0 et f(0)=0

2

3
. Fix) ==z
Ainsi, pour tout x € [0:o0] :’

%

: L ; = x2 .
& On aurait pu écrire que pour tout x € [0:+e0] , S@=x2 o appliquer la formule de
dérivation d’une fonction puissance:
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r 3 31_3 3
Xl=—x = —x° = X
1z 5 5

On retrouve bien le méme résultat !

1
—8x+5

Fix)=
7)

_m,_[u}_,m[
f est définie et dérivable sur } 8 8 en tant que fraction rationnelle dont le

}_m, _{ U }_ , m[
dénominateur ne s’annule pas sur 8 8 .

FE=—

Puisque f'est de la forme u(x) , avec u(x)=-8x+5 (donc u'(x)=-8),on a :

_ 5 5 ff(x):_ uf[x:] —_ _8 _ 8
pourtoutxe}mé[”}@’*“[ (u(x))  (Bx+5) (Ba+s)

.

g)ﬂ‘ﬂ:ﬁ

X

[ en tant que fraction rationnelle dont le
—co; 6] 1 |6, +oo]

f est définie et dérivable sur Jreo

dénominateur ne s’annule pas sur ]

1
S S =Tx ey
Puisque 5—X fest de la forme , avec u(x)=6-x (donc u'(x)=-1),ona:

N CA I R
PSR [ (umf} ? [ tﬁ—x)ﬂ] (6

5

Pour tout x £

f(x)=iﬁ
9) x

[ en tant que fraction rationnelle dont le
—oo; 0 1 ]0; +eo]

f est définie et dérivable sur Jreo

dénominateur ne s’annule pas sur ]

Fa=—

Puisque f'est de la forme u(z) , avec u(x)=x" (donc u'(x)=6x"), on a :
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Fix)=- 7= R R
—oo, 0 L]0 +oof (2 (=)

2

Pour tout x £ ]

& On aurait pu écrire que pour tout x = I | , flx)=x"° et appliquer la formule de

dérivation d’une fonction puissance :

Flix=—6x"" =627 = -6 xiT = "_f
X X

On retrouve bien le méme résultat !

3x—1
Fixy=
10) dx+2
Fealo 2
00, ——|[ ') |——,+0
f est définie et dérivable sur 2 2 en tant que fraction rationnelle dont le
1 1
Jeale fl
dénominateur ne s’annule pas sur 2 z .
wlx
Jix= PEX;
Puisque f est de la forme , avec u(x)=3x-1 (donc u'(x)=3), et v(x)=4x+2 (donc
vi(x)=4),ona:

—m;—%[u}—%;m[ f’(x:l=”r[’f)"[(?[:)gﬂv’[x)

pour tout x = }

5 .

) _3[4x+2)—[3x—1)x4_12x+ﬁ—[12x—4j_ 10
donc 7= (4x+ 2)2 - [4x+ 2]2 - (4x+ 2)2 '
x=Tx+10
Flx)=——
n ST FE

—o0; 1[ 1 ]1;+DD

f est dérivable sur ] [ en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne

—0; 1 1 |1, +oo

2

s’annule pas sur ]

u(x)
Jix)= e
et puisque f est de la forme , o0 u(x)=x> -Tx+10=>u'(x)=2x -7 et v(x)=2(1-x) =>
vi(x)=-2,

',1[ I ]1;+0:J[

3

, . —0
on en déduit que pour tout x € ]
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(x)v(x)—u(x)v'(x) [2x—?)><2|:1—x:|—(x2 —?x+1[])><|:—2:|

I
Fix= =
(=) (201- )
_ dx—dx® —14+14x+ 22 —14x+ 20 _ —oxt +dx+6 _ 2(-x* +2x+3]
A(1-xY’ 4(1-xY 4(1-x)°
2[—33 + 2x+3]
Fix) = ————a—
En résumé 4{1-x)

12) flx)=(3x+2)?

f est définie et dérivable sur B en tant que fonction polyndme, et puisque pour tout x& E |

2
fx) est de la forme Fix) = (u [xj) , ol u(x)=3x+2 => u'(x)=3 on a alors :

r r 21 .
Sy = [:x)x[u [x)) = 2u'(x) xu(x) donc 1’ (x)=2x3x(3x+2)=18x+12

& On aurait pu commencer par développer I’expression f{x)=9x’+12x+4 puis dériver cette
expression comme une fonction polynéme ' (x)=18x+12.

On retrouve bien le méme résultat !
13) Ax)=(-5x+2)’

f est définie et dérivable sur I en tant que fonction polyndme, et puisque pour tout x€ I |

f(x) est de la forme Jx)= [u [xj:l , ot u(x)=-5x+2 => u'(x)=-5 on a alors :

=T (x)x(u(2)) = T (2) < (x) done
FiE=Tx(=5)x(=5x+2) =-35x(-5x+2Y

14) Fixi =321

1

fest définie et dérivable sur }3 [ car la fonction u : x->3x-1 est définie et dérivable sur I |

+m[.

. . . L 0;
mais on compose avec la fonction 4 —* X qui n’est dérivable que sur Jo;

|
. — 4
Or 3x-1 € 10+ <=>xe}3
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Comme f{x)est de la forme Jx= Uu[x) , ou u(x)=3x-1 => u'(x)=3on a alors

Flix)= u'(x) xe}l'ﬁﬂ[ P
N (%) , ¢’est-a-dire : pour tout 3 24321

15) Fix)=83-x

y e - , . —0; 3 . AP , .
[ est définie et dérivable sur ] [ car la fonction u : x->3-x est définie et dérivable sur E |

mais on compose avec la fonction X=X qui n’est dérivable que sur J0;+eof .
Or3-x€ J0s-+o0] <=>xE 0.3

Comme f(x) est de la forme Sz} =8x uu[xj , ou u(x)=3-x => u'(x)=-1on a alors
i =axe

2 Y [x) , c’est-a-dire :

-1 4

23— 3—

g T D=8

:

e

Pour tout x £ ]

X
16) T (%)= ex+1

1

fest définie et dérivable sur } 2 [ car la fonction u : x->2x+1 est définie et dérivable sur

. . . L 0; +eo
E | mais on compose avec la fonction 4 —* Jx qui n’est dérivable que sur J0; +oof .

|
Or 2x+1€ ]D;+m[ <=>x'5} z .

u(x)

Fix)= —
Comme f{x)est de la forme v(x) , ou u(x)=x => u'(x)=1et v(x)=~2x+1 , donc
2 1 1
N 3 R —— :|——;+DD[
aveaxtl  Nex+l on en  déduit que pour tout x € 2 ,
w'(x)v(x)—u(x)v'(x)
2

Six)=

(=)
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— 1
Ixaf2z+1—xx ! ( 2x+1) -
fr{lez J2x+1 — \.'rgx+1 — 2x+1_x

o (szﬂf (-szﬂf J2x (szﬂf

i) = x+1 _ x+1
\W[mf N2z +1[2x+1)

donc
17) fix) = xcosx-2sinx

fest définie et dérivable sur IE en tant que somme et produits de fonctions qui le sont.

Fix =1xcosx+ x><|':—sin x)— SXCOSX=COSX—Xsinx— 2cosx
LN — o A,
Pour tout x£ E drine dmprodut donc 1’ (x) =
-COSX-XSinx

S X

Fix)=
18) x

fest définie et dérivable sur ]—m; U[ - ]D; 1o

[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, et
. . , —co; 0] |0, oo
dont le dénominateur ne s’annule pas sur J=o0,0[ 1 ]0; 4oo]

. cosxixx—(sinx)=xl xcosx—sinx
iy = EosRxx (Rl _rees
J-co; 0[]0, +eof T e Baget

Pour tout x=

donc
i) = XCosx—sin X

2
X

sin X
19) Sx)= CosX

T T T
R {—H:?T,ﬁ: e z} =[] ]——+m~,—+m{
fest définie et dérivable sur g ez 2 g en tant que quotient
de fonctions qui le sont, et dont le dénominateur ne s’annule pas sur

]Rh{g+kﬁ,kez}: U]—g+ﬂcmj—;+kﬂ'[

KaZi

R\{g+ﬂ:ﬁ,ﬂ: EE}: U]—;—T+km?—;+kﬂ{

Pour tout kez

2
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. (cosx)x(cosx)— (in x)x(—sin 2 (cosx)® + (sin x)° I:':O'S x)
Jix)= Z = 3 = Y
I:I:O-S x) , [l::c::-s x) 1+ (510 x) = 1+ (tan x)z
dirimée d quotint (cosx

20) f(x) = cos3x-sin2x

fest définie et dérivable sur B en tant que somme et produits de fonctions qui le sont.

Pour tout x€ & 7
3sin(3x)-2cos(2x)

(%) = 3x (= sin(3x)) - 2x(cos(2x)) = —3sin(3x) — 2 cos(27) donc ' (x) = -
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